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Интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт жүйесi үшiн керi есеп. Шешiмнiң бар болуы

Бұл дәрiсте интегро-дифференциалдық теңдеулер жүйесi үшiн қойылған керi есеп қарастырылады.

Қарастырылып отырған керi есептiң уақыт бойынша локалды әлсiз және әлдi шешiмдерiнiң бар болуы

зерттелiнедi.

1 Сызықты емес интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт жүйесi үшiн

керi есеп

1.1 Есептiң қойылымы

Айталық, Ω ⊂ Rd, d ≥ 2 шенелген облыс және оның ∂Ω жатық шекарасы болсын. ΓT = ∂Ω × [0, T ]

бүйiр бетiмен анықталған QT = Ω× [0, T ], T > 0 цилиндрiнде (u(x, t), p(x, t), f(t)) функциялар үштiгiн

анықтауға арналған, сығылмайтын тұтқыр серпiмдi сұйықтықтардың ағынын сипаттайтын

ut − κ∆ut − ν∆u + (u · ∇)u −
tˆ

0

K(t− s)∆u(x, s)ds−∇p = f(t)g(x, t) (1.1)

интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт теңдеулер жүйесiн,

divdivdiv u(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT (1.2)

сығылмайтын сұйықтық теңдеуiн,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω (1.3)

бастапқы шартын,

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΓT (1.4)

сырғанау шекаралық шартын және ˆ
Ω

uωωωdx = e(t), t ∈ [0, T ] (1.5)

қосымша шартты қанағаттандыратын керi есептi қарастырайық, мұндағы u(x, t) = (u1, u2, ..., ud)−

сұйықтың жылдамдығы мен p(x, t)− сұйықтың қысымы, ал ν және κ оң сандары, сәйкесiнше, сұйы-

қтың кинематикалық тұтқырлық және релаксациясының коэффициенттерi, F(x, t) := f(t)g(x, t) век-

тор функциясы сыртқы күштердiң тығыздығын, ал f(t) сыртқы күштердiң интенсивтiлiгiн сипаттай-

ды. Сондай-ақ, u0(x), ωωω(x), g(x, t), e(t), K(t) белгiлi функциялар.
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Анықтама 1.1. (1.1)-(1.5) керi есебiнiң әлсiз шешiмi деп

1. u ∈ L∞(0, T ;V) ∩ L2(0, T ;V), ut ∈ L2(0, T ;V), f(t) ∈ L2[0, T ];

2. Ω−да барлық дерлiк жерде u(0) = u0 бастапқы шартты;

3. Кез келген φφφ ∈ V және барлық t ∈ (0, T ) үшiн төмендегi интегралдық тепе-теңдiктi

d

dt

(
(u(t),φφφ)2,Ω + κ (∇u(t),∇φφφ)2,Ω

)
+ ν (∇u(t),∇φφφ)2,Ω =

f(t) (g(t),φφφ)2,Ω − ((u(t) · ∇)u(t),φφφ)2,Ω−
tˆ

0

K(t− s) (∇u(s),∇φφφ)2,Ω ds.

(1.6)

қанағаттандыратын (u(x, t), f(t)) функциялар жұбын атайды.

Анықтама 1.2. (1.1)-(1.5) керi есебiнiң әлдi шешiмi деп

1. u ∈ L∞(0, T ;V ∩H2(Ω)) ∩ L2(0, T ;V ∩H2(Ω)), ut ∈ L2(0, T ;H2(Ω)), f(t) ∈ L2[0, T ];

2. әрбiр теңдеудi сәйкес облыстарда барлық дерлiк жерде қанағаттандыратын

(u(x, t), f(t)) функциялар жұбын атайды.

Ескерту 1.1. Әдеттегiдей, әлсiз шешiмiнiң анықтамасында p қысым туралы мағлұмат келтiрiлмеген.

Оны [1] мақаладағыдай u және f функциялары белгiлi болғаннан кейiн де Рамм леммасын қолданып,

(1.2) теңдеуден бiрмәндi қалпына келтiруге болады.

Керi есептi эквиваленттi локалды емес тура есепке келтiру

Айталық, есептердiң берiлгендерi келесi шарттарды қанағаттандырсын дейiк.

u0(x) ∈ V; (1.7)

∃k0 ∈ R : 0 < k0 < ∞, |g0(t)| =
∣∣∣(g(t),ωωω)2,Ω∣∣∣ ≥ k0 > 0, ∀t ≥ 0; (1.8)

g(x, t) ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)); (1.9)

ωωω(x) ∈ V, e(t) ∈ W 1
2 ([0, T ]); (1.10)

(u0,ωωω)2,Ω = e(0); (1.11)

K(t) ∈ L2([0, T ]) : ∥K(t)∥L2([0,T ]) ≡ K0 < ∞. (1.12)
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Ендi (1.1) теңдеудiωωω(x) функциясына көбейтiп және Ω облыс бойынша интегралдайық. Алынған өрнек-

тi бөлiктеп интегралдап, сондай-ақ (1.5) қосымша және (1.8) шартты қолдансақ, онда f(t) функциясы

келесi түрде анықталады

f(t) =
1

g0(t)

(
e′(t) + κ (∇ut(t),∇ωωω)2,Ω + ν (∇u(t),∇ωωω)2,Ω −

((u(t) · ∇)ωωω,u(t))2,Ω +

tˆ

0

K(t− s) (∇u(s),∇ωωω)2,Ω ds

 := F1(u, t).

(1.13)

Мұнан соң, (1.13) өрнектi (1.1) теңдеуге қойғансақ, онда белгiсiз u және p функцияларын табуға ар-

налған

ut − κ∆ut − ν∆u + (u · ∇)u −
tˆ

0

K(t− s)∆u(s)ds−∇p =

F1(u, t)g(x, t), divdivdivu(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT ,

(1.14)

теңдеулер жүйесiн, (1.3) бастапқы және (1.4) шекаралық шарттарды қанағаттандыратын локалды емес

тура есеп алынады, мұндағы F1(u, t) = f(t) функциясы (1.13) өрнекпен анықталады. Демек, (1.1)-(1.5)

керi есебiн, сәйкесiнше, (1.14), (1.3)-(1.4) локалды емес тура есепке алып келдiк.

Керi есеп пен локалды емес тура есептiң эквиваленттiлiгi жөнiнде келесi лемма орынды.

Лемма 1.1. Айталық, (1.8)-(1.11) шарттар орындалсын. Демек, (1.1)-(1.5) керi есебi (1.14), (1.3)-(1.4)

локалды емес тура есебiне эквиваленттi, яғни (u, p, f) функциялары (1.1)-(1.5) керi есебiнiң шешiмi

болса, онда (u, p) жұбы (1.14), (1.3)-(1.4) локалды емес тура есебiнiң шешiмi болып табылады және

керiсiнше, (u, p) функциялары (1.14), (1.3)-(1.4) локалды емес тура есебiнiң шешiмi болса, онда ол

(1.13) өрнекпен анықталған f(t) функциясымен бiрге (1.1)-(1.5) керi есебiнiң шешiмiн бередi.

Ескерту 1.2. (1.14), (1.3)-(1.4) локалды емес тура есебiнiң әлсiз және әлдi шешiмiнiң анықтамасы 1.1

және 1.2-анықтамаға ұқсас түрде берiледi.

Дәлелдеуi 1.1. Шын мәнiнде, лемманың дәлелдеуiнiң бiрiншi бөлiгi (1.1)-(1.2) теңдеулер жүйесiнен

(1.14) теңдеудi алуда дәлелдендi.

Ендi екiншi бөлiгiн дәлелдейiк. Айталық, (u, p) функциялар жұбы (1.14), (1.3)-(1.4) локалды емес

тура есебiнiң шешiмi болсын. Екiншi жағынан, (u, p) функциялар жұбы (1.13) өрнегiмен анықталған

f(t) функциясымен бiрге (1.1)-(1.4) өрнектердi қанағаттандырады. Олай болса, (u, p, f) функциялары

(1.1)-(1.5) керi есебiнiң шешiмi екенiн дәлелдеу үшiн (1.5) қосымша шарттың орынды екенiн көрсету

жеткiлiктi.

Керi жорып, яғни (1.5) қосымша шарт орындалмасын деп ұйғарайық, яғни

(u(t),ωωω)2,Ω = e1(t), t ∈ [0, T ] (1.15)
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болсын, мұндағы t ≥ 0 үшiн e1(t) ̸= e(t). Шешiмнiң анықтамасы мен (1.10), (1.15) шарттардан e1(t) ∈

W 1
2 ([0, T ]) орындалады, сонымен қатар (1.11) үйлесiмдiлiк шарттарынан төмендегi нәтиже қорытыла-

ды

e1(0) = (u(0),ωωω)2,Ω = e(0).

Ендi (1.14) өрнекке ωωω функциясын көбейтiп және бөлiктеп интегралдау өрнегiн қолданып, сонымен

бiрге (1.15) шартты ескерсек, онда

e′1(t) + κ (∇ut(t),∇ωωω)2,Ω + ν (∇u(t),∇ωωω)2,Ω +

tˆ

0

K(t− s) (∇u(t),∇ωωω)2,Ω ds =
1

g0(t)

(
e′(t) + κ (∇ut(t),∇ωωω)2,Ω +

ν (∇u(t),∇ωωω)2,Ω +

tˆ

0

K(t− s) (∇u(s),∇ωωω)2,Ω ds

 (g,ωωω)2,Ω

(1.16)

теңдiгi шығады, сондай-ақ (1.8) шарттан E(t) = e1(t)−e(t) функциясы үшiн келесi Коши есебi алынады E′(t) = 0,

E(0) = e1(0)− e(0) = 0,
(1.17)

және одан t ≥ 0 үшiн e1(t) ≡ e(t) тұжырымдалады.

1.2 Керi есептiң әлсiз шешiмiнiң бар болуы

Алдағы уақытта 1.1-лемма бойынша (1.1)-(1.5) керi есебiнiң орнына (1.14), (1.3)-(1.4) локалды емес

тура есебiнiң шешiмдiлiгi зерттелiнедi.

Теорема 1.1. Айталық, (1.7)-(1.12) шарттар орындалсын және қандай да бiр m оң саны табылып

келесi шарт орындалсын
κ
k20

sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥2V ≤ m < 2. (1.1)

Онда ақырлы T1 ∈ (0, T ] уақыты табылып, (1.14), (1.3)-(1.4) тура есебiнiң QT1
цилиндрiнде кемiнде

бiр әлсiз шешiмi табылады, мұндағы T1 мәнi төменде (1.18) өрнекпен анықталады. Сондай-ақ, әлсiз

шешiм келесi априорлық бағалауды қанағаттандырады

∥u∥2L∞(0,T1;L2(Ω)∩V) + ∥u∥2L2(0,T1;V) + ∥ut∥2L2(0,T1;L2(Ω)∩V) ≤ C, (1.2)

мұндағы C есептiң берiлгендерiнен тәуелдi тұрақты.

Ескерту 1.3. 1.1-теоремадағы (1.1) шарт (1.5) қосымша шартқа қатысты бағалаулар алу кезiнде пайда

болды.
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Дәлелдеуi 1.2. Теореманы дәлелдеу үшiн Фаэдо-Галеркин әдiсi қолданылады: ең алдымен жуық

шешiмдер құрылып, оған бағалаулар алынады және шекке көшу дәлелденедi.

Галеркиндiк жуықтау. Айталық, {φφφk}k∈N функциялары H кеңiстiгiнiң элементтерiнен құралған,

L2(Ω) кеңiстiгiнде ортогональ және сызықтық комбинациялары V кеңiстiгiнде барлық жерде тығыз

жүйе болсын. Өлшемi n−ге (n ∈ N) тең және φφφk, k = 1, . . . , n жүйесiнiң сызықтық комбинациясынан

тұратын Xn кеңiстiгiн қарастырайық. Кез келген n ∈ N үшiн (1.1)-(1.4), (1.13) есептiң жуық шешiмi

келесi түрде iзделiнедi

un(x, t) =

n∑
j=1

cnj (t)φφφj(x), φφφj ∈ Xn, (1.3)

мұндағы cnj (t), j = 1, ..., n коэффициенттерi белгiсiз және төмендегi жай дифференциалдық теңдеулер

(ЖДТ) жүйесiнiң шешiмi болып табылады

d

dt

(
(un(t),φφφk)2,Ω + κ (∇un(t),∇φφφk)2,Ω

)
+ ν (∇un(t),∇φφφk)2,Ω −

((un(t) · ∇)φφφk,u
n(t))2,Ω = −

tˆ

0

K(t− s) (∇un(s),∇φφφk)2,Ω ds+

F1(u
n, t) (g(t),φφφk)2,Ω ,

(1.4)

мұндағы k = 1, 2, . . . , n және

F1(u
n, t) =

1

g0

(
e′(t) + κ (∇un

t (t),∇ωωω)2,Ω + ν (∇un(t),∇ωωω)2,Ω −

((un(t) · ∇)ωωω,un(t))2,Ω +

tˆ

0

K(t− s) (∇un(s),∇ωωω)2,Ω ds

 .

(1.5)

Ендi (1.4) ЖДТ жүйесiн келесi бастапқы шарттармен толықтырайық

un(0) = un
0 , x ∈ Ω, (1.6)

мұндағы

un
0 =

n∑
j=1

(
u0,φφφj

)
2,Ω

φφφj

функциясы L2(Ω) ∩V кеңiстiгiндегi функционалдық тiзбек болып табылады және

un
0 (x) → u0(x) әлдi жинақты L2(Ω) ∩V-де n → ∞. (1.7)

Жай дифференциалдық теңдеулер теориясы бойынша (1.4)-(1.6) Коши есебiнiң [0, t0] аралығында cnj (t)

шешiмi локалды бар болады. Төменде, априорлық бағалаулар арқылы Коши есебiнiң шешiмiн [0, T0] ⊂

[0, T ] кеңейтуге болатынын көруге болады, мұндағы [0, T0]− априорлық бағалаулар орынды болатын

максималды аралық.
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Априорлық бағалаулар. (1.4) жүйесiнiң k−теңдеуiн cnk (t) және d cnk (t)
d t көбейтiп, k бойынша 1-ден

n−ге шейiн қосындыласақ, сәйкесiнше, келесi теңдiктер алынады

1

2

d

dt

(
∥un(t)∥22,Ω + κ ∥un(t)∥2V

)
+ ν ∥un(t)∥2V =

−
tˆ

0

K(t− s) (∇un(s),∇un(t))2,Ω ds+ F1(u
n, t) (g,un(t))2,Ω

(1.8)

ν

2

d

dt
∥un(t)∥2V + ∥un

t (t)∥
2
2,Ω + κ ∥un

t (t)∥
2
V =

((un(t) · ∇)un
t (t),u

n(t))2,Ω −
tˆ

0

K(t− s) (∇un(s),∇un
t (t))2,Ω ds+

F1(u
n, t) (g(t),un

t (t))2,Ω .

(1.9)

Жоғарыдағы (1.8) және (1.9) теңдiктердi бiрiктерсек, онда

1

2

d

dt

(
∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2V

)
+ ν ∥un(t)∥2V +

∥un
t (t)∥

2
2,Ω + κ ∥un

t (t)∥
2
V = −

tˆ

0

K(t− s) (∇un(s),∇un(t))2,Ω ds−

tˆ

0

K(t− s) (∇un(s),∇un
t (t))2,Ω ds+ F1(u

n, t) (g(t),un(t))2,Ω +

F1(u
n, t) (g(t),un

t (t))2,Ω + ((un(t) · ∇)un
t (t),u

n(t))2,Ω :=

5∑
i=1

Ii.

(1.10)

өрнегi алынады. Соңғы (1.10) өрнектiң оң жағына Гельдер және Юнг теңсiздiктерiн қолданып келесiдей

бағалайық

|I1| ≤
ν

2
∥un(t)∥2V +

K2
0

2ν

tˆ

0

∥un(s)∥2V ds; (1.11)

|I2| ≤
ε1
4
∥un

t (t)∥
2
V +

K2
0

ε1

tˆ

0

∥un(s)∥2V ds; (1.12)

|I3| ≤ |F1| ∥g(t)∥2,Ω ∥un(t)∥2,Ω ≤
∥g(t)∥2,Ω ∥un(t)∥2,Ω

k0
·[

|e′(t)|+ κ ∥un
t (t)∥V ∥ωωω∥V + ∥ωωω∥V

(
ν ∥un(t)∥V + ∥un(t)∥24,Ω +

K0

 tˆ

0

∥un(s)∥2V ds


1
2


 ≤

(ε2
2

+
ε3
2

)
∥un(t)∥22,Ω +

κ2

2ε2k20
∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥2V ∥un

t (t)∥
2
V +

∥g(t)∥22,Ω
2ε3k20

[
|e′(t)|2 + ∥ωωω∥2V ×ν2 ∥un(t)∥2V + C2 ∥un(t)∥4V +K2

0

tˆ

0

∥un(s)∥2V ds

 ,

(1.13)
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|I4| ≤
(ε2
2

+
ε3
2

)
∥un

t (t)∥
2
2,Ω +

κ2

2ε2k20
∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥2V ∥un

t (t)∥
2
V +

∥g(t)∥22,Ω
2ε3k20

[
|e′(t)|2 + ∥ωωω∥2V

(
C2 ∥un(t)∥4V +

ν2 ∥un(t)∥2V +K2
0

tˆ

0

∥un(s)∥2V ds

 ,

(1.14)

|I5| ≤ ∥un
t (t)∥V ∥un(t)∥24,Ω ≤ ε1

4
∥un

t (t)∥
2
V +

C2(Ω)

ε1
∥un(t)∥4V . (1.15)

Осылайша, алынған (1.11)-(1.15) теңсiздiктердi (1.10) өрнектiң оң жағына қойғанда келесi дифферен-

циалдық теңсiздiк шығады

d

dt

(
1 + ∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2V

)
+ ν ∥un(t)∥2V +

α ∥un
t (t)∥

2
2,Ω + β ∥un

t (t)∥
2
V ≤

C1

tˆ

0

(
1 + ∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2V

)
ds+

C2

(
1 + ∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2V

)2
+

C3

(
1 + ∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2V

)
+ C4(t),

(1.16)

мұндағы

α := 2

(
1− ε2 + ε3

2

)
; β := 2

(
κ − ε1

2
− κ3

ε2k20
sup

t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥2V

)
;

C1 :=
1

ν + κ

(
K2

0

ν
+

2K2
0

ε1
+

2K2
0

ε3k20
sup

t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥2V

)
;

C2 :=
2C2

(ν + κ)2

(
1

ε1
+

1

ε3k20
sup

t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥2V

)
;

C3 :=
1

ν + κ

(
ε3 + ε2 +

2ν2

ε3k20
sup

t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥2V

)
;

C4(t) :=
2

ε3k20
sup

t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω |e′(t)|2 .

Ендi ε2 =
2eε − 1

eε
; ε3 =

sin ε

eε
; ε ∈

(
0,

π

2

)
таңдасақ және ε1−дiң сәйкес мәнi үшiн

κ
k20

sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥2V ≤

m < 2 теңсiздiгiнiң жоғарғы шекарасын m−нен 2−ге дейiн кеңейтуге болады. Алайда, ε1 саны m > 2

болатындай таңдалмауы керек, себебi α > 0 болғандығынан ε2 < 2.

Ендi (1.16) өрнектi s бойынша 0−ден t−ға шейiн интегралдап, (1.7) өрнектi қолдансақ, келесi инте-

гралдық теңсiздiкке келемiз

z(t) + ν ∥un∥2L2(0,T ;V) + α ∥un
t ∥

2
L2(QT ) + β ∥un

t ∥
2
L2(0,T ;V) ≤

C5

tˆ

0

z2(s)ds+ C6,
(1.17)
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мұндағы

z(t) := 1 + ∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2V ;

C5 = max {C1T + C3;C2} ; C6 = ∥u0∥22,Ω + (κ + ν) ∥u0∥2V +

tˆ

0

C4(s)ds.

Әрi қарай z(t) функциясы үшiн сызықтық емес Гронуолл теңсiздiгiн қолданғанда (1.17) өрнектен

0 ≤ t ≤ T1 < T⋆ :=
1

C5C6
. (1.18)

уақыт аралығы үшiн келесi бағалау орынды

z(t) ≤ C6

1− C5C6t
≡ K1 < ∞. (1.19)

Демек, кез келген t ≤ T1 < T⋆ үшiн (1.19) өрнектен келесi бағалау орынды екенiн көруге болады

∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2V ≤ K1. (1.20)

(1.20) бағалауды (1.17) өрнектiң оң жағына қолданып және t ∈ [0, T1] бойынша супремум алғанда келесi

априорлық бағалау тұжырымдалады

sup
t∈[0,T1]

(
∥un(t)∥22,Ω + ∥un(t)∥2V

)
+ ∥un∥2L2(0,T1;V) + ∥un

t ∥
2
L2(QT1

) +

∥un
t ∥

2
L2(0,T1;V) ≤ C := C(ν,κ, α, β, T1,K1, C5, C6).

(1.21)

Шектiк көшу. Жоғарыдағы (1.3) өрнекпен анықталған un жуық шешiмi (1.2) априорлық бағалауды

қанағаттандырады. Бұдан un тiзбегiнiң unk iштiзбегi табылып, ол келесi ∗−әлсiз және әлсiз жинақты-

лықтардың орынды екенiн көруге болады. Ескерер жәйт, шектiк көшудi дәлелдеуде ыңғайлылық үшiн

unk iштiзбегiн un арқылы белгiлеуi қолданылады.

un ⇀ u әлсiз жинақты L2(0, T1;V)-де n → ∞, (1.22)

un ⇀ u ∗−әлсiз жинақты L∞(0, T1;V)-де, n → ∞, (1.23)

un
t ⇀ ut әлсiз жинақты L2(0, T1;V)-де, n → ∞. (1.24)

Сонымен қатар, (1.2) априорлық бағалаудан келесi тұжырымдар орынды

un тiзбегi L2(0, T1;W
1,2
0 (Ω))-де бiрқалыпты шенелген, (1.25)

un
t тiзбегi L2(QT1)-де бiрқалыпты шенелген. (1.26)

Сонымен бiрге, W1,2
0 (Ω) ↪→↪→ L2(Ω) компактiлi енгiзуi және Обэн-Лионс леммасын бойынша келесi

әлдi жинақтылық шығады

un −→ u әлдi жинақты L2(0, T1;L
2(Ω))-де, n → ∞. (1.27)
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Айталық, ζ(t) ∈ C∞
0 ([0, T1]) болсын. (1.4) өрнектi ζ(t) функцияға көбейтiп, 0 мен T1 аралығында инте-

гралдасақ, онда төмендегi өрнек орындыˆ
QT1

un
t ·φφφkζ dxdt+ κ

ˆ T1

0

(∇un
t ,∇φφφkζ)2,Ω dt+

ˆ
QT1

(un · ∇)un ·φφφkζ dxdt+

ν

ˆ T1

0

(∇un,∇φφφkζ)2,Ω dt =

T1ˆ

0

tˆ

0

K(t− s) (∇un(s),∇φφφkζ)2,Ω dsdt+

ˆ T1

0

F1(u
n, t)

ˆ
Ω

gφφφkζ dx dt, k ∈ {1, . . . , n}.

(1.28)

Сондай-ақ, k−ны бекiтiп және (1.22)-(1.27) нәтижелердi қолданып, (1.28) өрнектен n → ∞ шекке

көшсек, онда төмендегi өрнек тұжырымдаладыˆ
QT1

ut ·φφφkζ dxdt+ κ
ˆ T1

0

(∇ut,∇φφφkζ)2,Ω dt+

ˆ
QT1

(u · ∇)u ·φφφkζ dxdt+

ν

ˆ T1

0

(∇u,∇φφφkζ)2,Ω dt =

T1ˆ

0

tˆ

0

K(t− s) (∇u(s),∇φφφkζ)2,Ω dsdt+

ˆ T1

0

F1(u, t)

ˆ
Ω

gφφφkζ dx dt, k ∈ {1, . . . , n}.

(1.29)

Соңғы теңдiктегi конвективтi мүше үшiн келесi шектiк көшудi орынды

(un · ∇)un ⇀ (u · ∇)u әлсiз жинақты L2(QT1)-де, n → ∞. (1.30)

Шын мәнiнде, (1.30) өрнектi интеграл арқылы жазсақ, онда төмендегi түрде боладыˆ
QT1

[(un · ∇)un − (u · ∇)u] dxdt =

ˆ
QT1

[(un − u) · ∇]un dxdt−
ˆ
QT1

(u · ∇)(un − u) dxdt,

бұл өрнекке Гелдер теңсiздiгiн (1.2) мен (1.27) өрнектерiмен бiрге қолданғанда оң жағындағы бiрiншi

интегралдың мәнi нөлге жинақтылатынын аңғаруға болады:ˆ
QT1

[(un − u) · ∇]un dxdt ≤∥un − u∥L2(QT1
)∥un∥L2(0,T1;V) ≤

√
C∥un − u∥L2(QT1

) −→ 0, егер n → ∞.

Ал, (1.22) өрнек пен u ∈ L2(QT1
) әсерiнен екiншi интеграл нөлге барады. Аналогты түрде локалды

емес мүше үшiн де келесi шектiк көшу орынды
T1ˆ

0

F1(u
n, t)

ˆ

Ω

gφφφkζ dxdt =

T1ˆ

0

1

g0(t)

[
e′(t) + κ (∇un

t ,∇ωωω)2,Ω + ν (∇un,∇ωωω)2,Ω −

((un · ∇)ωωω,un)2,Ω +

tˆ

0

K(t− s) (∇un(s),∇ωωω)2,Ω ds

ˆ
Ω

gφφφkζ dxdt ⇀

T1ˆ

0

F (u, t)

ˆ
Ω

gφφφkζ dxdt жинақты L2([0, T1])-де, n → ∞.
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Соңғы өрнекте екiншi мүше (1.24) өрнектiң, үшiншi мүше (1.22) өрнектiң, бесiншi мүше (1.23) өрнектiң

әсерiнен жинақты. Сондай-ақ, бiрiншi мүше тривиалды түрде, ал төртiншi мүше (1.30) өрнектiң әсерi-

нен жинақты. (1.29) теңдеу сызықты болғандықтан кез келген φφφ1, . . . ,φφφn функцияларының ақырлы

сызықтық комбинациясы мен ζ ∈ C∞
0 ([0, T1]) шартын қанағаттандыратын φφφζ ∈ L2(0, T1;V) функци-

ясы үшiн де орынды болып қалады. Мұнымен қоса, (1.29) өрнектегi [0, T1] аралығындағы интеграл

астындағы барлық қосылғыштар t айнымалысы бойынша үзiлiссiз функция болып табылады. Демек,

барлық дерлiк t ∈ [0, T1] және φφφ ∈ V үшiн келесi интегралдық теңдiк алындыˆ

Ω

[
ut(t) +

(
u(t) · ∇

)
u(t)

]
φφφdx+ ν (∇u(t),∇φφφ)2,Ω +

κ (∇ut(t),∇φφφ)2,Ω =

tˆ

0

K(t− s) (∇u(s),∇φφφ)2,Ω ds+

F1 (u, t)

ˆ

Ω

g(t)φφφdx.

(1.31)

1.1-Теореманың дәлелдеуi аяқталды.

1.3 Керi есептiң әлдi шешiмiнiң бар болуы

Бұл бөлiмшеде қарастырылып отырған керi есептiң әлдi шешiмiнiң бар болуы зерттелiнедi.

Теорема 1.2. Айталық, 1.1-теореманың шарттары орындалсын. Мұнымен қоса, бастапқы функция

үшiн келесi шарт орынды болсын

u0(x) ∈ V ∩H2(Ω). (1.1)

Олай болса, (1.14), (1.3)-(1.4) тура есебiнiң QT1
цилиндрiнде кемiнде бiр әлдi шешiмi бар болады және

ол (1.2) бағалауға қоса

∥u∥2L∞(0,T1;V∩H2(Ω)) + ∥ut∥2L2(0,T1;V∩H2(Ω)) ≤ C < ∞. (1.2)

бағалау орынды болады, мұндағы T1 мәнi (1.18) өрнектен белгiлi және C есептiң берiлгендерiнен тәу-

елдi тұрақты.

Дәлелдеуi 1.3. Жалпылама әлдi шешiмнiң бар болуын дәлелдеу үшiн арнайы базис, нақтырақ ай-

тқанда, (1.14), (1.3)-(1.4) локалды емес тура есеп үшiн

∆̃φφφk := −P∆φφφk = λk φφφk, φφφk(x) ∈ V ∩H2(Ω) (1.3)

түрiнде Стокс операторы үшiн қойылған спектралды есептiң меншiктi функциялары қолданылады,

мұндағы P : L2(Ω) → H(Ω) Лере проекциясы. Сондай-ақ, {φφφk}
∞
k=1 жүйесi H кеңiстiгiнде ортогональ

және V ∩H2(Ω) кеңiстiгiнде ортонормаланған жүйенi құрайды[2], [3].
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Олай болса, әлсiз шешiм үшiн алынған барлық априорлық бағалаулар әлдi шешiмге де орынды. 1.2-

теореманы толық дәлелдеу үшiн ∆un мен ∆un
t −ға априорлық бағалаулар алсақ жеткiлiктi.

Сөйтiп, (1.4) өрнектi λk
d cnk (t)

d t −ға көбейтiп, k бойынша 1−ден n−ге шейiн қосындыласақ, онда келесi

өрнек шығады

ν

2

d

dt

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+ κ
∥∥∥∆̃un

t (t)
∥∥∥2
2,Ω

+ ∥un
t (t)∥

2
V =

−
(
(un(t) · ∇)un(t), ∆̃un

t (t)
)
−

tˆ

0

K(t− s)
(
∆̃un(s), ∆̃un

t (t)
)
2,Ω

ds+

F1(u
n, t)

(
g,−∆̃un

t (t)
)
2,Ω

≡ I6,

(1.4)

мұндағы F (un, t) функциясы (1.5) өрнегiмен анықталады және төмендегi бағалауды қанағаттандырады

|F1|2 ≤ 5

k20

[
|e′(t)|2 + ∥ωωω∥2V

(
κ2 ∥un

t (t)∥
2
V + ν2 ∥un(t)∥2V +

C4(Ω) ∥un(t)∥4V +K2
0

tˆ

0

∥un(s)∥2V ds

 .

(1.5)

Гельдер мен Юнг теңсiздiктерiн және (1.5) бағалауды бiрге қолданып, I6−тi бағалайық

|I6| ≤
κ
2

∥∥∥∆̃un
t (t)

∥∥∥2
2,Ω

+
3

2κ

[
C ∥un(t)∥2V

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+

K2
0

tˆ

0

∥∥∥∆̃un(s)
∥∥∥2
2,Ω

ds+ |F1|2 ∥g(t)∥22,Ω

 .

(1.6)

(1.6) бағалауды (1.4) теңдiкке ескергенде, келесi теңсiздiк қорытылады

ν
d

dt

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+ κ
∥∥∥∆̃un

t (t)
∥∥∥2
2,Ω

+ ∥un
t (t)∥

2
V ≤ 3

κ

[
C ∥un(t)∥2V

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+K2
0

tˆ

0

∥∥∥∆̃un(s)
∥∥∥2
2,Ω

ds+ |F1|2 ∥g(t)∥22,Ω

 .

(1.7)

Ендi (1.7) өрнектi s бойынша 0−ден t−ға шейiн интегралдап және әлсiз шешiм үшiн алынған априорлық

бағалауларды қолдансақ, төмендегi интегралдық теңсiздiк алынады

ν
∥∥∥∆̃un(t)

∥∥∥2
2,Ω

+ κ
tˆ

0

∥∥∥∆̃un
t (s)

∥∥∥2
2,Ω

ds ≤ C8 + C9

tˆ

0

ν
∥∥∥∆̃un(s)

∥∥∥2
2,Ω

ds, (1.8)

мұндағы

C8 := ν
∥∥∥∆̃u0

∥∥∥2
2,Ω

+
3

κ
∥g∥2L∞(0,T ;L2(Ω))

T1ˆ

0

|F1(s)|2 ds < ∞,

C9 :=
3

νκ

(
C(Ω) sup

t∈[0,T1]

∥un(t)∥2V +K2
0T

)
< ∞.
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Мұнан кейiн, (1.8) өрнекке Гронуолл леммасын қолданғанда,∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

≤ 1

ν
C8e

C9T1 , ∀t ∈ (0, T1) (1.9)

бағалауы қорытылады. Егер (1.8) өрнектiң екi жағынан t ∈ [0, T1] бойынша супремум алып және (1.9)

бағалауды қолдансақ, онда төмендегi бағалау тұжырымдалады

sup
t∈[0,T1]

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+
∥∥∥∆̃un

t

∥∥∥2
L2(QT1

)
≤ C := C(ν,κ, C8, C9, T1) < ∞. (1.10)
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